Année académique 2023-2024

PHYS-F432 — THEORIE DE LA GRAVITATION
— Seconde séance d'exercices —

calcul tensoriel sur une variété différentielle et équations de Maxwell en
espace-temps courbe

Les corrections sont intercalées entre les énoncés et entourées d’un cadre similaire a
celui-ci. Nous omettons de reproduire les corrections de certains exercices complémen-
taires (ou de certaines parties d’exercices) marqués d'une étoile (*). Si discuter de la
résolution de 1'un de ces problemes vous intéresse, venez directement me trouver!

Exercice 1: contractions de tenseurs. Soit T"!" "..v, Un tenseur de rang (m, n) et gh-t "
un tenseur de rang (m’,n’).

a. Vérifier explicitement que T"""""~'", , . sont les composantes d’un tenseur de rang
(m—1,n-1).
P . . Hi...4 ! . Hi... 4 Hm+1---H /
b. *Vérifier explicitement que (TS) s vt = T My S,y SONE

les composantes d'un tenseur de rang (m + m’,n +n’).

Correction.

a. T est un tenseur de rang (m, n). Sous un changement de coordonnées x — x’(x),
ses composantes se transforment donc comme

! !
phbn ey, Xt dxt dxPr xPr T
V1...Vy V{...V;l axl’él B axlxm axV{ “ e axvi, ﬁl-n/gn.

En particulier, si 1’on contracte les indices i, et v,,, on obtient

Tty . oxt max?‘;nfl oxh1 maxﬁnfl oxY xPr
TP gt T G-t gt T 9yt 9xm 9xY’ PP
_oxM 9xtwo1gxPr QxPi Jr—
= 3gf " Ge FIT axV;l—l Qo B1...Bn
_oxM 9xtwo19xPr QxPr —
TooxM T 9xtm—1 gty T Vet B1---Pn-1Y

qui est bien la regle de transformation des composantes d’un tenseur de rang (m —
1,n—1).

b. Ce point se traite similairement au précédent, mais est plus long a écrire. ..




(OExercice 2 : densités tensorielles. Une densité de poids p est une grandeur A qui se trans-

forme comme
ox \|?
det < 5 )

A = A.

D’autre part, une densité tensorielle de poids p est une grandeur T/

comme
!/ ! ax
0] .0, . o9x
T = ‘det(ax/>

a. Montrer que g = det(g,) est une densité de poids 2. En déduire que 1/|g| est une
densité de poids 1.

vy..v, qui se transforme

Pox®  9x%m 9x¥1 XY™ iyt
dxt " Qxtm 9xBL T 9xPi Yt

b. Le symbole de Levi-Civita #f7° est le symbole complétement antisymétrique et nu-
mériquement invariant sous les transformations de déterminant positif défini tel que
g12% = +1. Montrer que #f7? est une densité tensorielle de poids 1.

INDICE : se rappeler des formules pour calculer le déterminant d"une matrice dont les
colonnes sont les 4 vecteurs A* (0) (respectivement dont les lignes sont les 4 covecteurs

A(i) ):

®
_ B % 5 =
det(“‘“(i)) =A%) AT ) A (3)A° (g Eupre,

det(A") = A AP A 4® g

v

c. Montrer que £,p,5 est une densité tensorielle de poids —1. Montrer que

5“57(5 = g_lgvc)\gﬁyg'yvgb’pEAWP .

d. Montrer que le tenseur de Levi-Civita introduit au cours, défini par

€apys = \/ 8] Eupys

est bien un tenseur.

Correction.

a. Soit ¢ £ det (84p)- Sous une transformation x — x’(x), la métrique se transforme
commel’

ox* 9xP
8up = 8w = G g Sub

Son déterminant se transforme par conséquent comme

9x* oxP ax \1?
det(gap) — det(ax“'axﬁ'g“ﬁ> = [det(ax/ﬂ det(gagp)-

C’est bien la loi de transformation d’une densité de poids 2. Finalement, \/|g| se




transforme bien comme une densité de poids 1, puisque

i+ e st = e () |Vt

. Sous une transformation x — x’(x), les covecteurs AD . @ =1,234) se trans-

forment comme

A0, 9% )
o ax"‘/ o
Supposons que det( ) > 0. Nous pouvons deés lors écrire

O 1 ==

det(a? ) = AW .. a® avie

0x* (i) 9x7 (1)
A o AW
ox® o ox7’ U

ox G\ _ oxt ox? (1) (@) el
@det(ax/> det(a¥ ) = =5 2A0 AW g

oo A9 g

S~
I
SHE
1%

ox# " ox’ Iz

oxH ox7 (1)
.—A .

oxt T 9xv’ 2

Ol il 7

AW givee

<:>det<ax>A(l) AW gwpr
ax/ ‘ll g

Cette relation doit étre vérifiée quelque soient les covecteurs AY

ox oxH oxy i
ghveor — gHvioo
det(ax > e ax”'s

u On a donc

Puisque la transformation x — x’(x) est inversible, on peut inverser le
obtenons finalement

il o ox axl oxY
e dt(a >8xP‘ "

C’est bien la loi de transformation des composantes d'une densité tensorielle de

8

/

gHvpo

poids 1, puisque par hypothese det( 8x’> > 0.
. On procede de fagon identique au point précédent pour montrer que &,5,s est une
densité tensorielle de poids —1. Pour la seconde partie, il suffit de remarquer que
la quantité
ga/\gﬁygwgépgww

est completement antisymétrique en les indices aByJ. Il existe donc une constante
K telle que

8ur8pu8v8spE 1P = KEypos.
Pour déterminer K, on prend afydé = 0123 :

80A811820 8308 = K o123 .-

=l

Et I'on voit que le membre de gauche de cette équation est (par définition du dé-

terminant) égal a g. On a donc K = g, soit

Eupro = 8 'Sur8puSyveot P .




d. Puisque \/|g] est une densité de poids +1 et que &, pe est une densité tensorielle de
poids —1, il est clair que leur produit \/|g|€xp,s = €4y €st une densité tensorielle
de poids +1 —1 = 0, c-a-d un tenseur. Si vous n’étes pas convaincus, écrivez
explicitement sa loi de transformation !

ici.

a. On relevera 1’abus de langage. C’est bien entendu des composantes de la métrique que nous parlons

*Exercice 3 : formulation tensorielle des équations de Maxwell. En espace-temps plat, les
équations de Maxwell peuvent s’écrire de fagcon covariante comme

F"W =]",  0F, =0. (1)

Le but de cet exercice est de montrer que ces équations se réduisent bien aux équations de
Maxwell dans leur formulation vectorielle habituelle.

a.

Montrer que les identités de Bianchi 9}, F,,;; = 0 sont une conséquence directe de la défi-
nition usuelle

Fu =0,A) —0yAy. (2)
b. Montrer que les équations (1)) se réduisent aux équations de Maxwell habituelles
V.E—p VB0,
- = OB - = = OF
VXE=—-——, VXB=j+ .
ot NPT
Montrer en particulier que le champ électrique est E; = Fj; et que le champ magnétique
est B; = —Je;F/*. Exprimer les densités de charge p et de courant j en termes des com-
posantes du quadri-vecteur J¥.
INDICE : on montrera que B; = —%eiijjk & Fii = —¢*B, et on se souviendra que
(ﬁ X A)l = Eijka]'Ak.
c. Montrer que les équations de Maxwell sont les équations du mouvement qui extrémisent
'action
s= [dx(-tp, P a0
= X — g —Ju .
Correction.

a. Tout d’abord, développons la notation (.) des identités de Bianchi

1
:5(

1
=3 (9uFup + v Fou + 9pFy) -

9 Fip) 9uFvp — OpFrnov + 0vFou — 9y Fyup + 9pFyuv — 9pFuy)




Ensuite utilisons I’expression du tenseur F,, en fonction de A,
_— 0.

b. Montrons d’abord l'indice et comme on va souvent monter et descendre les in-
dices, regardons comment les composantes du tenseur F,, dépendent de E; et B;

) 1 .. 1 . _
Sl]kBi — _Eel]keilmplm _ _5(5{551 o 5%55()1:1"1 — _F]k

= Fil = —¢l*B,

et F% = —F0 = —F; = —E; = —E'. Regardons les composantes temporelles et
spatiales des équations (1)

aoFOO +aiFi0 — ]O , aOFOi _|_a]F]z — ]i

Le premiere équation donne 0;E! = ]9 et on en déduit que | 0 — p, et la seconde
équation donne —dpE' + ajs”k B, = J'. Vectoriellement, cette derniére s’écrit

V x B=]+E
et on en déduit que J' = j'. Pour les deux derniéres équations, nous devons utiliser

les identités de Bianchi. Regardons d’abord les composantes 0ij de ces équations
38[05]-] = aoFl‘]‘ =4F al‘F]‘O -+ a]'FOi
= —Ei]'kaosijkBk = al‘E]‘ + a]‘El‘

EE

En multipliant cette équation par &'/ et utilisant la relation &/’ Eijk = 201,

— ZaoBl — ZelijaiEj =0

:>§ X E = —atg
Enfin, regardons les composantes ijk des équations de Bianchi
30[;Fji) = 9;Fjx + 9jFyi + 0k Fyj

= SjklaiBl + Skila]'Bl + 8ijlakBl

|

=0

Comme précédemment, on multiplie cette équation par &/* et on obtient la der-
niére équation de Maxwell

2619;B' +26]3;B' + 25f3;B' = 0
=9,B =V .-B=0




c. Comme nous allons varier l'action par rapport a A, faisons apparaitre explicite-
ment toute la dépendance en A, dans le terme F,,, F*"¥

FuwF' = (9, A, — 3,A,) (9" AV — 3" AM)
=29, A,0" A — 29, A" A¥

et varions ce terme par rapporta A,
O(FF") = 49, A,0"6 AV — 40, A, 0" 5 AV
La variation de l’action donne donc
65 = [ d'x(~3,A,"SA" +3,4,0"6 AF — [, 6A%)

— [ (23,4, — 3,4, - ,)8A"

— [ d*x(a"Fu — J,)5A"

Lo
Les équations du mouvement qui extrémisent ’action sont donc

aVFyv = Ju

Le symbole ! sur le symbole égal signifie que nous imposons 1'égalité suivante. Cela ne se déduit pas
d’une simplification de 1'étape précédente.

OExercice 4 : équations de Maxwell dans le langage des formes différentielles. Le but de
cet exercice est de montrer que les équations de Maxwell en espace-temps courbe sont

d(*F) =], dF=0

et que celles-ce se ramenent bien aux équations de 1’électromagnétisme en relativité restreinte
dans un référentiel localement inertiel, comme requis par le principe d’équivalence.

a. Montrer que |, F,,) =0 < dF = 0.

b. *Montrer que pour une matrice carrée M, on a det(I + eM) = 1+ e Tr(M) + O(e?). Cette
propriété est en fait valable pour toute matrice carrée.

c. Montrer que sous une variation de éléments de M, la variation de la quantité In |det M|
est donnée par 61In |det M| = Tr(M~16M).

d. Montrer que T, = ——03,+/|g]-
que 1 ya N 18]
e. Soit F une 2-forme. Montrer que sa dérivée covariante satisfait a I’équation

1
VoF" = ——=0du(4/|g|F*").
V18|

f. Montrer que pour une 2-forme F a 4 dimensions, on a (xd x F)" = V,F'’. Conclure que
1" équation d(xF) = %] est valable pour tout systéme de coordonnées et se réduit aux



équations de Maxwell de la Relativité Restreinte dans un référentiel localement inertiel.
Pour ce faire, utiliser le fait que x x ] = ] pour une 1-forme a 4 dimensions. (*Démontrer
cette derniere propriété!)

g. *Montrer que les identités de Bianchi dF = 0 sont automatiquement satisfaites si 'on
suppose que que la 2-forme F est exacte, c-a-d qu’il existe une 1-forme A telle que F = dA.
Montrer que F = dA se réduit en fait a la définition usuelle (2).

Correction.

a. Tout d’abord, il est clair F,, = F[VV] sont bien les composantes d'une 2-forme. La
propriété se montre directement en utilisant la définition de la dérivée extérieure :

B[VFVP} <~ (dF)VVp =0« dF=0.

b. Effectuons la preuve par induction sur la dimension n > 2 de la matrice carrée.
Soit M(?) € IR3. Notons
M? — <m11 mlz)
Mmp1 My

Soite < 1.0n a

det(I +eM) = det (1 Temy e )

EMo1 1+ EMoo
=1+ 8(17111 + mzz) + 0(82)
=1+eTrM® + O(2).

La propriété est donc vraie pour n = 2. Supposons qu’elle soit vraie pour n > 2,

et montrons qu’elle est également valide pour 7 + 1. Soit M(**+1) ¢ IRZE Ona

1+ Emiy ‘ €My s EM1pt1
EMa1

(n+1) —
det<1+sM ) det M)

EMy411

En appliquant la regle des mineurs selon la premiére ligne (ou la premiere co-
lonne), on se convainc que det([ + sM(”+1)> = (1+emqq) det MW + O(2). On
peut donc utiliser '’hypothése de récurrence, et on obtient

det(I + sM<"+1>) = (1 + emyy) det M® + O(&2)
-1 —i—smn)(l FeTrM™ + 0(32)) +O(e)

=1+ ¢e(myg + T M™) + O(&?)
=1+eTr MY 4 O(e2).

Ce qui acheve la preuve.




c. La variation recherchée est donnée par

SIn|det M| £ In |det(M + SM)| — In |det M|
det(M + 0M)
det M

= In |det M~ det(M + (SM)‘

=In

—In det(M_l(M—HSM))‘
—In det(1+M*15M)‘

=In{l1+4+Tr (MiléM) ‘

= Tr(M~'oM).
Pour le passage a la derniére ligne, nous avons utilisé le développement en série
In(1+x) =x+ O(x?).

d. D’une part, en utilisant 'expression explicite des symboles de Christoffel, on a

1, 1
Ihy = EgM(WjL 0agpr — O&jia) = Egma“gm.

D’autre part, on peut écrire

1 1
780&\/ |g| = duIn \/ 8| = 59 In|g].
V18l 2

En étendant la formule obtenue au point précédent (pour une variation arbitraire)
au cas des dérivées partielles, nous obtenons donc

1 1 _ 1
\/ﬁaa gl = ETI [8 13048] = ESMaagAu = T,

qui est le résultat attendu.

e. On utilise la définition explicite de la dérivée covariante d'un tenseur :
VoF* = 9,F*% + T%, FM + T}, F*M.

Le dernier terme du membre de droite de cette égalité s’annule, car il contient
un object totalement symétrique entierement contracté avec un object totalement
antisymétrique. En utilisant le résultat du point précédent, on peut écrire

1
V(XFDLV - alXFD(I/ + aa |g|FDﬂ/

Vsl
1

=< 919aF 43, |g|F“”)

V18l

_ \/1@8“<\/EF’W>.




f. Commengons par remarquer que la notation x(d = F) = ] est formellement sensée,
les objets situés de part et d’autre de I'égalité étant tous les deux des 1-formes. En
composantes, on a

(E) = e E?
(d%F),,, = ga[y (eppaE*?)
= ggtxﬁ[wau] ( |g|pxﬁ>
puisque 0y ;1pr = 0. Dés lors,

13 0~ "
(xd* F)7 = iis‘”‘ ps“ﬁ[,,pay]< |g|F ﬁ)

1 TUVP < aﬁ)
= .| \/|g|F
4 /|g|€ 80‘/3‘47 " ‘g’
1

i ise)

1 (% 14
- L (i)

Vsl
=~ (isIF)

= —VgF7P
= VgFF.
Au cours de ce développement, on a utilisé le fait que e*¥"e g, = —45{; (53] sur

une variété Lorentzienne.

Nous pouvons maintenant montrer que 1'équation d x F = %] se réduit aux équa-
tions de Maxwell habituelles dans un référentiel localement inertiel : en prenant le
dual de Hodge de I'équation d x F = %], on obtient

*kdxF=%%x]=], (3)
puisqu’on peut montrer que x x | = | pour toute 1-forme ] :

1 (14
) pvp = gfﬂvm]

(**])0 = %Eaﬂv‘osyvpzx]a =]

L'équation (3) est une égalité entre deux 1-formes. En composantes, cette équation
s’écrit

(*d % F)“ =],
soit

VFM = J*




en utilisant 1'identité démontrée ci-dessus. Dans un référentiel localement inertiel,
les symboles de Christoffel s’annulent et la dérivée covariante se réduit a la dérivée
partielle habituelle. On retombe donc bien sur les équations de Maxwell valables
en relativité restreinte

9, Fre = .

. Sl existe une 1-forme A tel que F = dA, alors par la propriété de la dérivée
extérieure d? = 0,

dF = d’A =0
Comme A est une 1-forme, A = A,dx" et les composantes de F = d A sont

Fu = (dA)u = 20,A, = 94 Ay — 3y Ay-

10




